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Аннотация: Рассмотрена задача Эйлера об устойчивости сжатого 

стержня. Применяется метод конечных разностей в сочетании с графическими 

возможностями программного комплекса Matlab. Рассмотрены тестовый и 

реальный примеры определения критических сил. Тестовый пример показал 

точное совпадение критической силы с литературными данными. Результаты 

подтверждают эффективность и универсальность предлагаемого метода. 
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Abstract: The Euler problem on the stability of a compressed rod is 

considered. The finite difference method is used in combination with the graphic 

capabilities of the Matlab software package. Test and real examples of determining 

critical forces are considered. The test example showed an exact coincidence of the 

critical force with the literature data. The results confirm the effectiveness and 

versatility of the proposed method. 
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Введение 

Сжатые стержни, как элементы строительных сооружений в виде колонн, 

элементы ферм, рам, а также в конструкциях машиностроения и 

приборостроения встречаются очень часто. Расчёт их устойчивости является 

одной из наиболее сложных задач. Поэтому эта тема включена в программы 

вузов при изучения таких дисциплин как сопротивление материалов, 

строительная механика, устойчивость и динамика сооружений, техническая 

механика [10, 11]. 

Устойчивость прямолинейного сжатия стержня впервые была 

рассмотрена Л. Эйлером в 1744 г., в Петербургской императорской академии, с 

которой он поддерживал тесные связи в 1766 – 1783 г.г.  Сначала результаты 

Эйлера по определению критических сил не стали популярными для 

практического применения. В большинстве своём «стержни» были каменными 

с тремя размерами, сравнимыми между собой и им не угрожала опасность 

потери устойчивости. Через многие годы, когда появились сначала чугунные, а 

затем и металлические колонны, идеи Эйлера об устойчивости стержней стали 

весьма актуальными. 

1. Математическое моделирование задачи 

Задача Эйлера об устойчивости прямолинейного сжатого стержня, вскоре 

стала классической и не потеряла своей актуальности до настоящего времени 

[1, 3, 4, 5]. Она была математически сформулирована как задача на собственные 

значения для дифференциального уравнения второго порядка  

      .EJb   ,b/Fk,,0x,0)(v)0(v,0xvkx''v 22  ll      (1) 

Здесь  xv функция изогнутой оси стержня, J,E физико-механические 

параметры системы, F сжимающая сила. Необходимо отыскать такие её 

значения (критические силы), при которых возможны ненулевые решения 

уравнения (1). Большое разнообразие опор требовало повышения порядка 

дифференциального уравнения (1) до четвертого. Для каждого случая 

аналитическое решение становится затруднительным, так как на конечном 

этапе приходится решать систему трансцендентных уравнений для определения 

собственного значения 
2k , а значит, и критической силы .Fк  Между тем 
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имеется возможность решения данной проблемы более универсальным и 

простым способом с помощью численных методов и компьютерных технологий 

[2, 6, 7, 8, 9]. 

Уравнение (1) продифференцируем дважды и запишем в виде  

     .,0x,0x''vkx''''v 2 l                             (2) 

Основное уравнение (2) дополняется краевыми условиями. На нижнем и 

верхнем концах условия являются кинематическими: прогибы и углы поворота 

сечений равны нулю  

v(0) = 0,      v′(0) = 0,     v(𝑙) = 0,      v′(𝑙) = 0.             (3) 

Рассмотрим задачу по расчётной схеме рис. 1, имея целью тестирование 

предлагаемого численно-графического метода определения критической силы.  

 

 

Рис. 1. 

 

Система уравнений (2) – (3) образует математическую модель задачи. 

Критическая сила в этом случае определяется формулой, найденной из системы 

трансцендентных уравнений [1, 3] 

Fк =
4π2b

𝑙2 .                                                                (4) 

2. Алгоритм численно-графического метода 

Перейдем теперь от аналитической математической модели к численной с 

помощью метода конечных разностей. С этой целью заменим в (2) область 

непрерывного изменения аргумента областью дискретного изменения с шагом 

)1n(h  l  
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  .n,,2,1i,h1ixL ih   

Вместо функции  ixv  будем рассматривать сеточную функцию 

   .xvxy ii   От дифференциальных операторов в (2) - (5) перейдем к 

разностным  

    ,2n......,,4,3i,yy4y6y4y
h

1
x''''v 2i1ii1i2i4i    

v(0) = 𝑦1,            ,yy2y
h

1
x''v 1ii1i2i           v(𝑙) = y1.                       (5) 

       ,y3y4y
h2

1
'v,yy4y3

h2

1
0'v n1n2n321  l  

С помощью представлений (5) и несложных преобразований основное 

уравнение (2) для внутрисеточных точек примет вид 

.2n,,4,3i,0yyaybyay 2i1ii1i2i                           (6) 

.hk26g,4hka 2222   

Аналогично вместо граничных условий (3) получим  

y1 = 0, −3y1 + 4y2 − y3 = 0,    yn−2 − 4yn−1 + 3yn = 0,       yn = 0.       (7) 

Рассмотрим тестовый численный пример. Возьмем для тестирования 

предлагаемого алгоритма стержень по рис. 1. 

Пример 1. Пусть  b = 4,   l = π.  

В таком случае критическая сила определяется формулой (4). Обратим 

внимание, что параметры заданы в безразмерных величинах. Поэтому 

получаемые результаты также будут отвлечёнными числами. Уравнения (6), (7) 

перепишем в матрично – векторной форме 

YC  0.                                                                                                 (8) 

Здесь С – квадратная матрица порядка  n, Y – вектор-столбец. В 

развёрнутом виде  (8) принимает вид 
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 n21 y,,y,yY  T. 

Знак T в верхнем индексе соответствует транспонированию вектора. 

Нулевые элементы матрицы и вектора не выписаны. 

Система уравнений (8) имеет тривиальное решение 

0,Y   

которое не представляет практического интереса, так как соответствует 

исходной прямолинейной форме равновесия стержня. Задача состоит в том, 

чтобы найти собственные значения F матрицы С, при которых возможны 

ненулевые решения. Это требование приводит к характеристическому 

уравнению 

det C(F) = 0.                                                                                          (10) 

При больших значениях n развертывание определителя при неизвестном 

значении F, а далее решение уравнения (10) представляет большие сложности. 

Возникающие проблемы легко преодолеваются, если воспользоваться 

возможностями современной вычислительной техники и прикладных 

программных комплексов (Matlab, MathCad и т.д.). Они позволяют легко 

визуализировать функцию в левой части (10) на экране монитора в 

координатной системе  .FСdetF   Тогда точки пересечения соответствующей 

кривой с осью F совпадают с искомыми значениями критической силы. 

 

 

Рис. 2. 

 

Разработана компьютерная программа на языке Matlab и проведены 

вычисления, результаты которых, прочитанные с экрана монитора (рис. 2), 

совпадают с точными, а именно, отличаются от них на почти неразличимую 

величину порядка 0,00001. Отсюда вывод: численный метод является простым 

и эффективным средством определения собственных значений для 

дифференциальных уравнений. 
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Точки пересечения графика с осью F дали следующие первые четыре 

элемента спектра критических сил: 

 4,000; 8,183;16,000; 24,187 .F   

Первая критическая сила, наиболее важная в практических приложениях, 

точно совпадает с результатом по формуле (4). 

Теперь рассмотрим реальную строительную колонну из стального 

двутавра, работающую по расчётной схеме рис. 1. 

Пример 2. Дано: двутавр  №16,  Jmin=58,6, см4,    Е=2,1∙105 МПа,  l=12 м. 

По этим данным получен график рис. 3. 

 

 

Рис. 3. 

 

Выводы 

1. Численно-графический метод определения критических сил сжатых 

стержней в сочетании с вычислительным комплексом Matlab является простым 

и универсальным средством решения задач Эйлера. 

2. Численно-аналитический метод не связан с необходимостью 

составления и решения систем трансцендентных уравнений и обладает 

свойствами универсальности. 

3. Примеры показывают, что метод и соответствующие компьютерные 

программы могут легко адаптироваться к неклассическим граничным 

условиям, в то время как аналитические решения требуют значительных 

усилий для каждой новой задачи. 
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