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Аннотация: Исследованы задачи распределения температуры в упругой 

изотропной полуплоскости с круговым отверстием. Используя метод 

аналитического продолжения, задача сводится к решению бесконечной 

системы линейных алгебраических уравнений. Рассматривается числовой 

пример, находятся изотермические линии в виде эксцентрических 

окружностей. 
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Abstract: The problem of temperature distribution in an elastic isotropic 

half-plane with a circular hole is investigated. Using the method of analytic 

continuation, the problem is reduced to solving an infinite system of linear algebraic 

equations. A numerical example is considered, isothermal lines in the form of 

eccentric circles are found. 
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Введение 

Современное развитие строительства в нашей стране, ускорение научно-

технического прогресса в области промышленно-гражданского строительства, 

строительства тоннелей, производство горных выработок, прокладок газо-и 

нефтепроводов требуют совершенствования методов расчета и 

проектирования зданий и сооружений, это приводит к решению задач теории 

упругости, побуждает интерес к граничным задачам теории упругости. К ним 

относятся контактные задачи, задачи о вдавливании штампа в упругую 

полуплоскость. Эти задачи, несомненно, имеют большое теоретическое и 

практическое народно-хозяйственное значение. 

Необходимость решения этих задач привела к появлению 

многочисленных фундаментальных исследовании. Впервые, в конце 

прошлого века (1883 г.) Г. Герцем была поставлена и решена 

пространственная контактная задача теории упругости, в дальнейшем 

изученная более подробного Мичеллом. 

С 1935 г. Смешанными задачами для полуплоскости начинает 

заниматься Н.И. Мусхелишвили и он разрабатывает общий метод решения 

граничных задач плоской теории упругости, который входит решении этих 

задач к решению граничных задач функций комплексной переменной. Этим 

методом многими исследователями решены очень важные задачи 

прикладного значения. 

В работе И.Г. Арамановича [1] рассмотрена задача о давлении жесткого 

штампа на упругую полуплосткость, имеющую круговое отверстие, 

симметрично расположенное относительно штампа. В работе Ю.А. Амензаде, 

О.Л. Бубутейшвили [2] рассмотрена задача о вдавливании штампа в 

полуплоскость с произвольно расположенным эллиптическим отверсием, 

когда между штампом и полуплоскостью имеет место полное сцепление. 

В монографии Н.И. Мусхелишвили [3] решения конкретнқх задач для 

штампов с различнқми условиями на линии контакта с упругой 
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полуплоскостью: при отсутсвии трения, полном сцеплении, конечном трении. 

Также решенқы контактные задачи для штампа с наклонным основанием, 

штампа с произвольной границей. Аналогичная задача для произвольного 

числа штампов была рассмотрена А.Н. Бегиашвили.  Во всех рассмотренных 

выше задачах полуплосткость, в которую вдавливается штамп, 

предполагалась сплошной. 

Л.Н. Галину принадлежит решение задачи о вдавливании штампа с 

плоским основанием в предположении, что отрезок контакта разбивается на 

три участка, причем на среднем имеет место полное сцепление, на краях-

проскальзывание. Решенная им задача о движении штампа с постоянной 

скоростью по границе изотропной полуплоскости является близкой к 

смешанной задаче теории упругости для анизатропной полуплоскости. 

Л.Н. Галиным предложен способ решения контактных задач для изотропной 

полуплоскости, допускающей естественное обобщение на анизатропный 

случай. Им решены задачи вдавливания одного или нескольких штампов в 

анизатропную полуплоскость при наличии полного сцепления и отсутствии 

силы трения. Решения всех задач сведены к задаче Римана. Впервые в 1939 г. 

Задачу о вдавливании штампа в анизатропную полуплоскость при отсутствии 

под штампом сил трения решил Г.Н. Савин. Им же решены задачи, когда 

основанием штампа является дуга круга и рассмотрен случай нескольких 

штампов. Решение всех этих задач сведено к интегральному уравнению. 

Ю.А. Амензаде указал метод решения контактной задачи для 

полуплоскости с включениями произвольной формы из различных 

материалов. Разбираются случаи контакта без трения и при полном сцеплении 

штампа с полуплоскостью. Введением неизвестных вспомогательных 

функций на контурах контакта полуплоскости с включениями, исходя из 

граничных условий, строится единая аналитическая во всей полуплоскости 

функция, отыскание которой сведено к решению задачи Римана-Гильберта и 

посредством которой выражаются искомые комплексные потенциалы 
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Колосова-Мусхашвили, регулярные в многосвязной полуплоскости и в 

области, занятой включениями. 

Показано, что, когда упругие постоянные полуплоскости и включений 

одинаковы, введенные на контурах вспомогательные функции полностью 

определяются величиной натяга и решение поставленной задачи получается в 

замкнутой форме. Если же упругие постоянные различные, то предлагаемый 

метод приводит к некоторым функциональным соотношениям, с помощью 

которых из кинематических контактных условий могут быть определены 

вспомогательные функции; строятся бесконечнқе системқ алгебраических 

уравнений относительно коэффициентов рядов Фурье разложений 

вспомогательных функций. 

В работе О.Л. Бубутейшвили [4] решена аналогичная задача, только 

между штампом и полуплоскостью отсутствует трение. Используя метод 

Ю.А. Амензаде, автор с применением конформного отображения сводит 

указанную задачу к задаче Римна-Гильберта для аналитической в комлексной 

плоскости с разрезами функции, посредством которой выражаются искомые 

потенциалы Колосова-Мусхелишвили. Окончательно решение задачи 

сводится к бесконечным системам линейных алгебраических уравнений 

относительно коэффициентов неизвестных функций, введенных на контуре 

эллиптического отверстия; эти функции входят в квадратуры для решения 

построенных задач. Для случая эллиптического отверстия, симметрично 

расположенного относительно штампа, когда между штампом и 

полуплоскостью имеется полное сцепление, подсчитаны напряжения под 

штампом, а также вблизи вершин эллипса. Анализируя эпюры напряжений, 

сделан вывод: если расстояние между штампом и полуплоскостью порядка 

полуширины штампа то посредине полосы между штампом и отверстием 

развивается состояние, близкое к изгибу тонкой балки, загруженной 

распределенной нагрузкой. 
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Корме перечисленных работ следует указать следующие исследования 

[5-20], авторами приведены решения многих задач связанные исследованию 

внутренних силовых факторов и поведения неоднородных и вязкоупругих 

систем при наличии различных воздействиях с учетом их особенностей. 

Приведен анализ поведения силовых факторов и совместной работы систем и 

взаимодействия с внешней средой. 

1. Нахождение температурного поля в полуплоскости 

с круговым отверстием 

Рассмотрим задачу определения температурного поля в полуплоскости с 

круговым отверстием. Обозначим границу полуплоскости через 0L , границу 

круга радиуса r  через ,1L  полуплоскость с отверстием - 0S , внутренность 

круга - 1S (рис.1). 

Пусть на границах 0L  и 1L  поддерживаются постоянные температуры 

0T  и 1T  соответственно. 
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Рис. 1. Полуплосткость с отверстием 
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Тогда граничные условия запишем следующим образом: 

( ) ( ) 0000 2 LнаTtFtF =+               (1.1) 

( ) ( ) 1111 2 LнаTtFtF =+               (1.2) 

Решение этой задачи имем в виде: 

( ) ( ),zF
iaz

iaz
BzF xn +

+

−
=                      (1.3) 

где B  - действительная неизвестная постоянная, ( )−zF*
однозначная 

аналитическая функция в области .0S  
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Рис. 2. Интерпретация .0
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Подставляя соотношение (1.3) в граничные условия (1.1) и (1.2) и 

учитывая 
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получим: 
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Преобразуем второе граничное условие (1.3): 
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С учетом того, что nriatn  =+1  (рис.3) граничное условие (1.5) примет 

вид: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .22 1111
*

1
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Рис.3. Представление выражения .1
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Далее, учитывая соотношение: 
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и неравенство 1
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 которое видно из рисунок 3, выражение 

( )iatn −1  можно разложить в ряд ( )iatn −1  можно разложить в ряд: 
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Выполнение сопряжение, получим: 

( ) ( ) .
2

1
2

1 1
1 



=









+








−−=−

k

kk

iat

r

a

ri

k
ianiatn 

 

Тогда граничное условие на 1L  примет вид: 
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Введем новую неизвестную вспомогательную функцию: 

( ) ( ) ( ).**2 111 tFtFt −=                                          (1.7) 

Сложно (1.6) и (1.7) получим: 
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Функцию ( )1t  возьмем в виде: 
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Из (1.7) видно, что ( )12 t является чисто мномой функцией и 
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Соотношению (1.8) придадим вид: 
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Отсюда на основании свойств интегралов типа и теоремы 

аналитического продолжения заключаем, что новая функция: 
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регулярна в области 0S  и аналитически продолжима внутрь окружно L  

Внутри окружности она определяется другой формулой. 

В интеграл, входящий в (1.11), подставим разложение (1.9), тогда на 

основнии свойств интеграла типа Коши при 0Sz :  
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и, следовательно, когда 0Sz : 
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откуда получим: 
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Подставляя ( )0
* tF =  и ( )0

* tF =  в формулу (1.4) находим: 
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Умножим обе части (1.14) на 
zt

dt

i −0

0

2
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
 и проинтегрируем по 0L . На 

основании свойств интегралов типа Коши, взятых по бесконечной прямой 0L , 

получим: 
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Подставляя ( )z  из (1.15) в формулу (1.13), будем иметь: 
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(1.16) 

тогда на 1L   
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На 1L  имеем следующее разложение: 
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Окончательно: 
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Подставив (1.17) в формулу (1.16), получим 
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С учетом (1.18) последнее соотношение принимаем вид: 
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(1.19) 

Приравнивая свободные члены, найдем: 
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Здесь 
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Таким образом: 
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В (1.19) приравниваем члены, содержащие 
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и получим систему линейных алгебраических 

уравнений относительно неизвестных комплексных коэффициентов :kА  
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2. Численный расчет поля температуры. 

Численный расчет выполним при следующих данных 
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Рассматривая конечную часть систем (1.20) и (1.21), когда ;4,3,2,1=к  будем 

иметь систему из пяти линейных алгебраических уравнений относительно 

неизвестных коэффициентов ,,,, 4321 АААА  и В . 
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Рис. 4. Полуплостклость с изотермическим окружностями 

 

Решение этой системы: 

.94,75;06,0;06,0;29,0;54,1;85,10 44321 =−==−=== BAAAAiА  

Следовательно, 

.;29,0;;85,10 443221 AAiAAAiA ===−=  

Проверка граничных условий показывает, что они выполняются с 

точностью до 1 % несмотря на то, что из бесконечной системы мы выбрали 

всего лишь первых пять уравнений. 

Теперь находим некоторые точки с нулевыми значениями температуры. 

Эти точки имеют координаты ;55,01 irt −=  ;375,52 irt −=  

;95,24125,23 irrt −=  irrt 95,24125,24 −−=  которое отмечаны на рисунке 4. 
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Через эти точки приводим окружность радиуса ,4125,2 rR = центр которой 

находится на расстоянии irh 95,2−= от начало координат и которая является 

изотермой ,0=T  эксцентрично расположенной относительно кругового 

отверстия полуплоскости. Другие изотермические окружности также будут 

расположены эксцентрично относительно отверстия и между собою. 

Заключение 

Выяснено влияние глубины залегания отверстия, ширины кольцевой 

зоны, давления на контуре отверстия, эксцентричности кольцевой зоны возле 

отверстия на распределение эпюр напряжений в характерных сечениях 

полуплоскости, а также на контуре отверстия и на контактной линии, 

разграничивающей области с различными упругими характеристиками. 
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